
39 希爾伯特第三問題 

 

在 1900年時，希爾伯特於巴黎舉行的第二屆國際數學會議上，提出了歷史上尚未解決

的二十三個數學問題集。其中第三問題是有關多面體的分割問題。為了易於暸解及歷史

發展的原因，我們從較簡單的多邊形的分割問題講起。同時為了方便討論起見，本文所

指的多邊形與多面體都是指凸多邊形與凸多面體（事實上，這樣的條件限制可以剔除）。 

 

39.1 多邊形的基本定理 

假如我們手邊有有限個多邊形（形狀可以相異），甲利用這些多邊形拼湊出一個大多邊

形R；乙卻利用這些多邊形拼湊出另一個大多邊形T。儘管R與T的形狀可能不一樣，

但是它們的面積一定相同（因為均由同樣的多邊形拼湊而成，差別僅在拼湊方式而已）。

為了方便起見，我們稱這樣拼湊而成的多邊形 R與T同餘。關於同餘多邊形，最典型，

也是最膾炙人口的例子有 

例題 39.1  假設T是一個三角形；R是一個矩形。如果三角形T的底邊邊長與矩形R的

長一樣；三角形T底邊上的高是矩形 R寬的兩倍，則三角形T與矩形R是同餘的。 

【證明】這問題的證明是容易的，將三角形T與矩形R疊在一起（如下圖） 

 

由虛線（輔助線）知道：此兩圖形是由三塊多邊形（一塊四邊形、兩塊三角形）用兩種

不同的方式拼湊而成；因此這樣的三角形T與矩形R是同餘的。 

 

稍微困難一點的例子是 

例題 39.2  假設T是一個正方形； S是一個正八邊形。如果正方形T的面積與正八邊形 



S的面積相等，則T與 S是同餘。 

【證明】證明如下圖的分割，這個分割方法是特姆斯在 1933年給的。 

 

一般數學家相信：不可能找到四塊小多邊形同時可以拼湊出T與 S；也就是說特姆斯的

五塊分割，已經是最少的了；如果你會證明的話，這將是一個很好的結果。 

 

最後值得一提的是：有關多邊形的同餘（或分割）問題最重要的一個結果是多邊形的基

本定理，即面積相等的多邊形都是同餘。由此知道，單位面積的正三角形與單位面積的

正方形是同餘的；你能給一種分割嗎？或者給多邊形的基本定理一個證明。 

 

39.2 多面體的同餘問題 

有了多邊形同餘的觀念之後。同樣的道理，可以考慮多面體的情形。如果我們手邊有有

限個多面體（形狀可以相異）的積木，甲利用它們拼湊出一個大多面體T；乙卻利用這

些多面體積木拼湊出另一個大多面體 S，這時我們稱多面體T與 S同餘。希爾伯特的第

三問題就是問“如果有兩個多面體T與 S，它們的體積相同，則多面體T與 S是否同

餘？”。事實上，這問題的答案是否定的。在希爾伯特提出這個問題之後的幾個月內，

數學家馬德恩便解決了這個問題。馬德恩的方法是去證明“單位體積的正四面體與正六

面體（正立方塊）是不同餘的”；為了證明這個反例，馬德恩首先得到一個有關同餘 

的必要條件。底下讓我們先來暸解馬德恩的這個必要條件是什麼。 

多面體的一個二面角是指此多面體某兩個相鄰面的夾角。因為多面體兩個相鄰面的交集

剛好是此多面體的一條邊線，所以一個多面體的邊線剛好與這個多面體的二面角有一一



對應的關係。如果多面體T與 S同餘，且是由小多面體 1 2, , , kP P P拼湊而成。假設

1 2, , , m   是多面體T的所有二面角； 1 2, , , n   是多面體 S的所有二面角。現在我們

要來算所有小多面體 1 2, , , kP P P上所有二面角的和。因為多面體T可由小多面體 

1 2, , , kP P P拼湊而成；所以任何小多面體 iP上的任一條邊線可能有如下的四種情形： 

(1) 小多面體 iP上的邊線是多面體T的某邊線的一段（因為T的一條邊線可能是好多條

小多面體上的邊線接起來）。 

(2) 小多面體 iP上的邊線落在T的某個面上；而不在T的邊線上。 

(3) 小多面體 iP上的邊線落在T的內部，且此邊線僅跟其它小多面體的邊線相接觸；沒

有跟任何其它小多面體的面接觸。 

(4) 小多面體 iP上的邊線落在T的內部，且此邊線恰與某小多面體的某個面接觸。 

要算所有小多面體 1 2, , , kP P P上所有二面角的和，只需算上述四類中小多面體 iP上的邊

線所對應的二面角的和即可。第一類小多面體 iP上的邊線所對應的二面角的和可表為 

1 1 2 2 ,m ma a a      

其中 1 2, , , ma a a 是某些正整數；第二類小多面體 iP上的邊線所對應的二面角的和是 的

倍數；第四類小多面體 iP上的邊線所對應的二面角的和也是的倍數；至於第三類小多

面體 iP上的邊線所對應的二面角的和則是2 的倍數。因此所有小多面體 1 2, , , kP P P上所

有二面角的和可表為 

1 1 2 2 ,m m Ta a a L        

其中 1 2, , , ma a a 是某些正整數； TL 為某非負整數。 

因為小多面體 1 2, , , kP P P也是多面體 S的一種分割，所以同理可知道：所有小多面體 



1 2, , , kP P P上所有二面角的和可表為 

1 1 2 2 ,n n Sb b b L        

其中 1 2, , , nb b b 是某些正整數； SL 為某非負整數。綜合這兩個表示式，我們得到一個關

於同餘多面體的必要條件如下： 

 

定理 39.2  如果多面體T與 S同餘，且 1 2, , , m   是多面體T的所有二面角； 1 2, , , n  

是多面體 S的所有二面角則存在正整數 1 2, , , ma a a 及 1 2, , , nb b b 使得 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( )m m n na a a b b b             

是的整數倍。 

 

有了上述定理之後，我們可以用此定理來證明希爾伯特的第三問題。 

 

定理 39.2  證明：單位體積的正四面體與正六面體（正立方塊）是不同餘的。 

【證明】假設正四面體的二面角為，則我們容易計算得到 
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至於正六面體（正立方塊）的二面角則均為
2


。現在假設“單位體積的正四面體與正六

面體（正立方塊）同餘”，則根據前定理，我們必須有 
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其中 ,a b為正整數， c為整數。由此我們推得 

,
m

n


   

其中 ,m n為正整數。 

令 
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  ，所以有 1n nz z  ；即 z與 z是方程式 1 0nx   的兩個相異根。 

又因為 
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因此我們得到 
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                    (39.1) 

針對式子(39.1)，我們有兩種作法，第一種作法是直接證明多項式 2 2
1

3
x x  是不可能整

除多項式 1nx  ；另一種是使用第 26節的高斯引理。所謂高斯引理是說一個首項係數為 

1，其它項係數為有理數的多項式如果整除一個首項係數為 1，其它項係數為整數的多項

式，則除式的其它項係數必須也是整數。所以式子(39.1)與高斯引理是相違背的。因此

最開始的假設是錯的，即單位體積的正四面體與正六面體（正立方塊）是不同餘的。 

 

 動手玩數學  

 

如下圖：P是三角形 ABC內部的一點，過P點的三條線分別與三角形的底邊平行且線段

長 , , ; , ,AB c BC a CA b A A a B B b C C c              。試證明 
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 挑戰題  

 

定義多項式 

2

0

2
( ) (1 ) .

n
n i i

n

i

n
f x x x

i





 
 
 
 

  

若n為正整數，則證明 
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 質數分佈猜想  

 

我們用符號 ( )x 代表不大於 x的質數個數；例如 

(4) 2, (7) 4, (12) 5, .      

關於函數最有名的猜想是：對任何正數 x與 y是否 

( ) ( ) ( )x y x y      

恆成立。這是一則很難的數論問題，有一些數學家認為這個猜想是錯誤的，正確的敘述

應該是如下： 

( ) ( ) 2 ( ).
2

y
x y x      

直到今天，這兩則猜想是否成立仍然不知道。數學家蒙哥馬利，塞爾伯格及范昂曾經證

明過如下的定理： 
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關於函數，我們有如下的表示式（讀者可嘗試證明此公式）：若 x為正整數 ( 2)x  則 
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這裡的符號[ ]代表高斯記號。與函數相關所知道最有名的結果是貝特朗假設：對任意

大於 1的正整數n必存在一個質數介於n與2n之間，即 

(2 1) ( ) 1.n n     

這個假設是十九世紀的數學家貝特朗提出的；之後被數學家謝瓦萊證明是正確的。 


